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В данной статье анализируются некоторые эпистемологические дефекты логики канторовского доказательства несчетности континуума с помощью диагонального метода Кантора (ДМК), основанного на концепции актуальной бесконечности (АБ). В частности, рассматриваются логические и психологические причины неприятия концепции АБ такими выдающимися философами, логиками и математиками, как Аристотель, Евклид, Лейбниц, Кант, Гаусс, Кронекер, Пуанкаре, Вейль, Борель, Брауэр, и многими другими. 


В современной Аксиоматической Теории Множеств (АТМ), которая претендует на абсолютную строгость своих рассуждений, до сих пор отсутствует строгое, формальное определение базового понятия АБ, что делает беспредметными любые дискуссии о легитимности этого понятия. Впервые (в соавторстве с Аристотелем) дается строгое, аксиоматическое определение понятия потенциальной бесконечности (ПБ) и понятия АБ как отрицания ПБ.


Обсуждаются психологические и педагогические последствия уникального мета-математического открытия, суть которого состоит в том, что знаменитый ДМК является специфической версией метода контр-примера, кстати, хорошо известного Пифагору и Евклиду. Это открытие ставит под сомнение профессионализм адептов современной АТМ и рекламируемую ими «непорочность» канторовского ДМК-доказательства несчетности континуума. На основе анализа этого ДМК-доказательства впервые реализовано строгое доказательство противоречивости понятия АБ. 


Коротко обсуждаются негативные последствия бурбакизации (термин академика В.И.Арнольда), т.е. излишней, ненужной, бессмысленной, оглупляющей, отупляющей и зомбирующей формализации математики и математического образования.


Показано, что знаменитый парадокс «Гранд Отель» Д.Гильберта является дедуктивной моделью (в смысле А.Тарского) ДМК-доказательства несчетности континуума Г.Кантора. На основании этой модели доказано, что ДМК-доказательство Теоремы Кантора является некорректным с точки зрения классической логики. Это означает, что несчетных множеств не существует и все бесконечные множества имеют одинаковую мощность. В таком случае все «Учение о трансфинитном» Г.Кантора лишается смысла. В частности, отсюда следует новый и, по-видимому, самый драматический парадокс теории множеств: еще 80 лет тому назад Д.Гильберт, сам того не ведая, с помощью парадокса «Гранд Отель» опроверг свое собственное эпохальное заявление о том, что «никто не сможет изгнать нас из рая, созданного для нас Кантором». К сожалению, этого не понял ни сам Гильберт, ни его многочисленные мета-математические эпигоны.


В заключение анализируется Библейское предостережение «строителям трансфинитной лестницы на небо» (Вавилонской Башни-2): в послании Апостола Павла Титу прозрачно закодирована угроза смешения истины и лжи, дабы воспрепятствовать указанному «строительству», ведущему к Апокалипсису, а Комиссия РАН по борьбе с лженаукой создана, по замыслу Господа, для того, чтобы официально и навсегда закрыть «трансфинитный рай» Г.Кантора как базу самой коварной лженауки и "заградить уста непокорным, пустословам и обманщикам, которые развращают целые домы, уча, чему не должно, из постыдной корысти".
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1. ПСИХОЛОГИЧЕСКИЙ АНТУРАЖ ПРОБЛЕМЫ.


Бесконечность – важнейшая проблема философии и религии, логики и математики, эпистемологии и психологии познания. «С давних пор, - пишет выдающийся немецкий математик Д.Гильберт [1], - никакой другой вопрос так глубоко не волновал человеческую мысль, как вопрос о бесконечном; бесконечное действовало на разум столь же побуждающе и плодотворно, как едва ли действовала какая-либо другая идея; однако ни одно другое понятие не нуждается так сильно в разъяснении, как бесконечность».


И далее: «...окончательное выяснение сущности бесконечного выходит за пределы узких интересов специальных наук и, более того, ... оно стало необходимым для чести самого человеческого разума».


Эти мудрые, выстраданные слова великого математика были сказаны в 1925 г., однако и сегодня выяснение сущности бесконечного остается не менее (если не более) актуальной задачей.


Более двух тысячелетий тому назад Аристотель впервые ввел явное различение двух контрадикторных типов бесконечного – потенциально бесконечное (ПБ) и актуально бесконечное (АБ). Контрадикторность АБ и ПБ Аристотель понимал в том совершенно однозначном смысле, что 

ПБ есть НЕ-АБ и АБ есть НЕ-ПБ.


Свое эпистемологическое кредо относительно легитимности указанных типов бесконечности Аристотель сформулировал следующим категорическим образом: «Нет актуальной бесконечности. Бесконечное существует только потенциально» [2].


Аристотель отказал АБ в праве на существование исключительно потому, что как логик считал понятие АБ внутренне противоречивым.


В разное время, на протяжении тысячелетий и до наших дней, негативную точку зрения Аристотеля на легитимность понятия АБ разделяли и поддерживали выдающиеся философы, логики и математики. Вот далеко не полный список лишь некоторых из них (чтобы прочувствовать вселенский драматизм ситуации, читать этот Список следует очень медленно и очень внимательно!).


СПИСОК-1. ПРОТИВНИКИ АБ (они же, начиная с Кронекера, - анти-канторианцы):

Аристотель, Евклид, Лейбниц, Беркли, Локк, Декарт, Кант, Спиноза, Лагранж, Гаусс, Кронекер, Лобачевский, Коши, Ф.Клейн, Эрмит, Пуанкаре, Бэр, Борель, Брауэр, Куайн, Виттгенштейн, Вейль, Лузин, и уже в наши дни - Эррет Бишоп, Соломон Феферман, Ярослав Перегрин, Владимир Турчин, Петр Вопенка и многие другие выдающиеся создатели классической (т.е. работающей и сегодня) логики и классической (т.е. работающей и сегодня) математики в целом.


Следует заметить, что начиная с Кронекера, т.е. примерно с 70-х г.г. XIX века, протест против использования АБ в математике принял форму резко негативного отношения к теории множеств Георга Кантора, основанной на концепции АБ [3]. Так, например, великий французский математик Анри Пуанкаре, который, поначалу, отнесся к теории Кантора весьма благосклонно и даже принял активное участие в переводе основных работ Кантора на французский язык, в начале ХХ века, после обнаружения в этой теории неразрешимых противоречий и парадоксов, резко изменил свое к ней отношение [4] и пришел к выводу, что «нет актуальной бесконечности; канторианцы забыли об этом и впали в противоречия. Следующие поколения будут рассматривать канторовскую теорию множеств как болезнь, от которой наконец-то удалось избавиться» [5]. Один из основателей интуиционизма и современной топологии, Л.Брауэр «разошелся во мнениях» по поводу теории Кантора со своим великим учителем Д.Гильбертом и пришел к еще более радикальному выводу: «канторовская теория в целом представляет собой патологический казус в истории математики, от которого грядущие поколения просто придут в ужас» [6].


Не менее определенно «в пользу» противоречивости АБ и нелегитимности основанной на ней теории множеств высказываются и многие современные профессиональные логики и математики.


Возникает довольно странная ситуация. С одной стороны, начиная с Аристотеля, выдающиеся философы, логики и математики в течение тысячелетий отвергали АБ как понятие внутренне противоречивое. Однако эта противоречивость АБ никогда не была строго доказана и все возражения против использования АБ в математике носили, по преимуществу, декларативный характер, основанный на интуитивных «соображениях»: «Я протестую самым решительным образом против использования бесконечного как чего-то завершенного <АЗ: т.е. как АБ>...» - пишет, например, великий Гаусс в известном письме Шумахеру в 1831 г. И аргументирует свой протест в духе совершенно ему не свойственного «академического негативизма»: «...поскольку это никогда недопустимо в математике. Бесконечное есть всего лишь «фигура речи ...»». Конечно, за этой «аргументацией» стоит огромный профессиональный опыт и гениальная научная интуиция «короля всех математиков», но с точки зрения логики, это всего лишь мнение великого ученого, а не доказательство фактической недопустимости использования АБ в математике. 


С другой стороны, в XIX – XX в.в. появилась не менее внушительная плеяда логиков и математиков, которые получили серию выдающихся, эпохальных мета-математических результатов, основанных именно на использовании концепции АБ (известные теоремы Кантора, Тьюринга, Черча, Геделя, Тарского и др. с их парадигмальными философскими «по-следствиями»), причем «существует мнение», что доказательства этих результатов удовлетворяют самым высоким требованиям мета-математической строгости [7 ]. 


В математике, вообще говоря, не принято возражать против доказанных утверждений (теорем), тем более, возражать на основе чисто интуитивных преференций. Тем не менее и сегодня, как и в начале ХХ века, имеет место быть «великое противостояние» между мета-математической логикой канторианцев, признающих легитимность канторовского «Учения о Трансфинитном» в форме «ненаивной» (см. ниже) версии этого «Учения», т.е. в форме современной аксиоматической теории множеств (далее - АТМ), основанной на (молчаливом – см. далее) использовании концепции АБ, и математической интуицией анти–канторианцев, отвергающих концепцию АБ и на этой концепции основанное «Учение о Трансфинитном» Г.Кантора. Единственное, в чем безоговорочно согласны и канторианцы, и анти-канторианцы, так это в том, что неограниченное использование концепции АБ ведет к парадоксам логики и математики, и до тех пор, пока логическая природа и механизм порождения парадоксальных ситуаций остаются нераскрытыми, «можно, конечно, обнести канторовский трансфинитный рай стенами, предохраняющими от вторжения гнусных антиномий, - пишут Френкель и Бар-Хиллел, имея в виду создание АТМ, но делают при этом очень существенное добавление, - без всякой, однако, уверенности, что некоторые из этих тварей не засели внутри» [6].


 При этом «с самого начала следует уяснить, - совершенно справедливо подчеркивают указанные авторы, - что в традиционной трактовке логики и математики нет решительно ничего, что могло бы служить в качестве основы для устранения антиномии Рассела <АЗ: а также парадокса «Лжец»>. Мы полагаем, что любые попытки выйти из положения с помощью традиционных … способов мышления, до сих пор неизменно проваливавшиеся, заведомо недостаточны для этой цели. Некоторый отход от привычных способов мышления явно необходим, хотя место этого отхода заранее не ясно».


Таким образом, раскрытие логической природы парадоксов и вопрос о легитимности использования концепции АБ в математике являются актуальными и сегодня. Один из возможных «нетрадиционных» подходов к решению проблемы парадоксов предложен в [8]. Важнейшим психологическим аспектом указанного противостояния канторианцев и анти-канторианцев является фундаментальная проблема психологии научного познания - проблема соотношения, взаимосвязи и взаимного влияния логики и интуиции в математическом творчестве [5, 9]. Анализ логики Диагонального метода Кантора (далее – ДМК) дает уникальный материал для понимания очень неочевидного характера взаимного влияния логики и интуиции: как будет показано далее, не только интуиция, но и мета-математическая логика при определенных условиях способна вводить в заблуждение наше научное познание. 


На мой взгляд, первым шагом на пути к выходу из указанного кризиса является «официальное» признание аксиоматического характера ПБ и АБ [10, 11]. Действительно, строго говоря, Аристотель и его последователи не доказали, что «бесконечное существует только потенциально», равно как и Кантор и его последователи не доказали, что «бесконечное существует актуально». Ситуация «ПБ или АБ» очень напоминает ситуацию с Пятым постулатом Евклида. Как известно, утверждения, которые в математике принимаются без доказательства, называются аксиомами. Это означает, что в математике уже более двух тысячелетий де-факто существует


АКСИОМА АРИСТОТЕЛЯ (IV век до н.э.). Все бесконечные множества являются множествами потенциально-бесконечными.


И более ста лет де-факто существует контрадикторная ей


АКСИОМА КАНТОРА (XIX век н.э.). Все бесконечные множества являются множествами актуально-бесконечными.

Вся классическая математика основана на аксиоме Аристотеля, вся современная «ненаивная» АТМ основана на аксиоме Кантора, хотя и «молчаливо», т.е. аксиома Кантора ни в одной версии АТМ явно не упоминается (см. ниже).


Очевидно, что явная формулировка Аксиомы Кантора потребует от АТМ восполнить вопиющий (для такой респектабельной науки с официально ею заявленной «претензией на абсолютную строгость» [7]) пробел – отсутствие строгого, формального определения понятия АБ  [12] (см. ниже).


Одним словом, явная формулировка Аксиомы Кантора позволит, наконец, «вывести из тени» фундаментальнейшее необходимое условие доказательства основных эпохальных утверждений современной АТМ, претендующих на статус логических и математических теорем (напомню, что отсутствие явной формулировки необходимых условий доказательства математического утверждения является извращенной формой математического невежества), и тем самым впервые сделать эти доказательства доступными для критического анализа их логической легитимности [11, 9, 13].

2. «НАД ПРОПАСТЬЮ ВО ЛЖИ ...»


О какой пропасти пойдет речь, станет ясно из дальнейшего, а сейчас – несколько слов о бурбакизации математики и математического образования.


В середине ХХ века группа известных французских математиков, объединившихся под псевдонимом Н.Бурбаки, вознамерилась дедуцировать всю математику, которая «уже есть» и которая «еще только будет», из аксиом АТМ посредством чисто символических манипуляций «без использования даже единственного слова на естественном языке» [7]). Как всегда, нашлось немало педагогических «энтузиазистов» (термин Е.Петросяна), которые принялись внедрять эту АТМ-«методологию» в математическое образование: достаточно, мол, обучить детишек нескольким формальным аксиомам и правилу modus ponens, - полагали эти «педагогические» АТМ-реформаторы, - как дальше уже без посторонней помощи дети сами начнут дедуцировать любые математические истины в неограниченных количествах и на уровне лучших образцов современной АТМ-науки.


Как известно, подобная АТМ-инициатива породила такое масштабное негативное явление как бурбакизм, т.е. излишнюю, ненужную, бессмысленную, оглупляющую, отупляющую и зомбирующую формализацию математики и математического образования. Характеризуя негативные последствия подобной бурбакизации, выдающийся российский математик и педагог, академик В.И.Арнольд пишет [14-17]: 


«В середине ХХ столетия обладавшая большим влиянием мафия "левополушарных математиков" сумела исключить геометрию из математического образования ..., заменив всю содержательную сторону этой дисциплины тренировкой в формальном манипулировании абстрактными понятиями.

Подобное абстрактное описание математики непригодно ни для обучения, ни для каких-либо практических приложений. Современное формализованное (бурбакизированное) образование в математике - полная противоположность обучению умению думать и основам науки. Оно опасно для всего человечества. Будущее математики, инфицированной этой болезнью, выглядит довольно мрачным».


Как известно, любая уважающая себя мафиозная структура стремится создать позитивный имидж «о себе любимой» в глазах «мировой общественности». Как правило – с помощью ссылок на безусловную поддержку любых своих злонамеренных «интенций, товаров и услуг» со стороны «серьезной науки», солиднее всего – РАНовской. 


Но поскольку эти «интенции, товары и услуги», как правило, не отвечают высоким требованиям современного просвещенного потребителя, то не обойтись без «небольших искажений» того, что в науке до сих пор было принято называть истиной.


Именно такую PR-технологию взяла на вооружение современная АТМ. И не без успеха. Приведем несколько весьма характерных примеров такой «АТМ-лжи во спасение» канторовского «трансфинитного рая».

ЛОЖЬ-1. «МАТЕМАТИКА – КОРОЛЕВА ВСЕХ НАУК,
И АТМ – КОРОЛЕВА МАТЕМАТИКИ»!


В середине XIX века, характеризуя роль и значение математики в интеллектуальном прогрессе рода Homo Sapiens, великий Гаусс гордо провозгласил: «Математика – Королева всех наук, и теория чисел – Королева математики». Спустя полвека, великий Пуанкаре уточнил «эзотерический» смысл этой эпистемологической парадигмы Гаусса: «Теперь в анализе остаются только целые числа или конечные и бесконечные системы целых чисел, связанных между собой сетью отношений равенства или неравенства. Математика, как говорят, арифметизировалась. Сегодня из понятия натурального числа можно вывести всю математику» [5]. Современная АТМ и здесь эффективно работает «на подхвате»: посредством «ненавязчивых» повторов (PR-технология 25-го кадра) она морочит голову профессиональному математическому сообществу и зомбирует молодое поколение математиков: «Действительно, - соглашаются АТМ-адепты, - в начале ХХ века немало выдающихся математиков категорически отвергало АТМ как лже-науку. Но сегодня все споры утихли. А это значит (?!), - утверждают АТМ-адепты, - что современные математики, наконец-то, прозрели по тому поводу, что все бесконечности – актуальны, одумались на тот предмет, что теория конечных натуральных чисел «выводима» из теории трансфинитных чисел, что понятие пустого множества дедуцируется из понятия актуально-бесконечного множества, что вся современная математика может быть выведена из АТМ и официально признали, что «Математика – Королева всех наук, и АТМ – Королева Математики»! Все вчерашние противники АТМ сегодня согласны с тем, что АТМ является выдающимся достижением современной математики, достижением, которое изменило лицо всей математики ХХ века» [1, 7, 18, 20,]. 


«Это есть эмпирический факт, - уже в наши дни дружно зомбируют научное сообщество Мартин Дэвис и Ройбен Херш, - что около 90% работающих математиков приняли канторовскую теорию множеств, как в теории, так и практически, до некоторой степени» [21]. 


Примечание «до некоторой степени» говорит о многом, но тем не менее, не совсем понятно, какие методы были использованы указанными выдающимися АТМ-экспертами для установления этого довольно сомнительного «эмпирического факта».


По моим «социологическим» данным, АТМ-адепты в данном случае намеренно «замазывают» очень существенное различие между языком абстрактной теории множеств и учением Кантора о трансфинитных порядковых и количественных «числах», т.е. о трансфинитных ординалах и трансфинитных кардиналах Г.Кантора. Язык теории множеств (элемент, множество, принадлежность элемента множеству, отображение, эквивалентность/неэквивалентность множеств и т.п.) действительно стал универсальным математическим языком и в этом смысле действительно «изменил лицо всей математики ХХ века». Что касается «учения» о трансфинитных ординалах и кардиналах, то 90% реально работающих математиков (т.е. не АТМ-профессионалов) забывают это «учение» на следующий день после сдачи экзамена по теории функций действительной переменной, включающего один-два вопроса по АТМ. - Забывают по причине абсолютной бесполезности этих «ординалов и кардиналов» для потребностей реальной (т.е. «работающей», по терминологии Дэвиса и Херша) математики. Из оставшихся - 9% математиков категорически не приемлют это «учение» (см. Список-1 анти-канторианцев, выше), а последний 1% и составляют АТМ-адепты или, по терминологии академика В.И.Арнольда, бурбакисты, «которые способны лишь учить ... следующие поколения формальному манипулированию абстрактными понятиями, оказывать на (заведомо неслабоумных) студентов зомбирующее и оглупляющее давление, превращая их в формальные машины, и реализуя такой тип формализованного образования, который является совершенно бесполезным для решения любых практических проблем и даже становится опасным для всего человечества, приводя к событиям типа Чернобыля» [14-17].


Следует подчеркнуть одну характерную для АТМ-методологии эпистемологическую деталь: приведенный выше Список-1 анти-канторианцев публикуется впервые и ничего подобного вы не найдете ни в одном учебнике по АТМ, поскольку «левополушарная мафия» стремится оградить свою паству от всякой информации о своих выдающихся и непримиримых оппонентах. Я уверен, что если бы первокурсников знакомили со Списком-1 до изложения основ «Учения о трансфинитном» Г.Кантора и аксиоматики АТМ, этот Список-1 пришлось бы расширять существенно и постоянно.


И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой?!
ЛОЖЬ-2. САМАЯ ЭФФЕКТИВНАЯ PR-АКЦИЯ В ИСТОРИИ НАУКИ.


Что общего между исполненной кастового высокомерия великосветской дамой (в бытность - легкого поведения), и современной АТМ? – И та, и другая всеми способами стараются избавиться от своего «неудобного» прошлого. Для великосветской дамы это обычно стоит немалых денег, для современной АТМ это не стоило практически ничего, благодаря одной из самых эффективных PR-акций, когда-либо реализованных в тысячелетней истории науки. Ничего подобного не снилось даже современным профессиональным PR-технологам: никому из них еще не удавалось изменить господствующую социальную парадигму на прямо противоположную с помощью одного-единственного удачного эпитета!


Как уже отмечалось, все канторианцы и АТМ-специалисты прекрасно понимали и (молча!) понимают сегодня, что именно актуализация бесконечных множеств породила серию фатальных противоречий и парадоксов в теории множеств. Поэтому, в середине ХХ века канторовская теория множеств, основанная на концепции АБ, была объявлена «наивной» [6, 18], дабы не отбрасывала свою компрометирующую «тень» на современную, «не-наивную» аксиоматическую теорию множеств, а сам термин «АБ» был выведен за рамки респектабельной мета-математической науки: упоминать АБ в монографиях и учебниках по мета-математике и АТМ «сделалось» неприличным, а проблема парадоксов была «решена» согласно хорошо известному в «определенных кругах» принципу: «нет термина – нет и проблемы».


Это был блестящий пиар-ход, в основе которого лежал вопиюще лже-научный, полу-криминальный «метод решения» фундаментального научного вопроса о логической природе математической бесконечности. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой?!.


Ни одному математику никогда не придет в голову назвать «за давностию лет», например, геометрию Евклида или дифференциальное-интегральное исчисление Ньютона-Лейбница наивными теориями и запретить использование в своей науке таких, например, терминов, как "параллельные прямые", "бесконечно малая", "дифференциал", "производная" и т.п. С этой точки зрения, современная АТМ является, пожалуй, единственной наукой, которая вот уже почти полвека официально "открещивается" от наследия своего "отца-основателя" Г.Кантора: "Канторовскую теорию множеств, - разъясняет, например, С.Клини [19], - в том виде, как она исторически возникла и как мы с ней знакомились в §33-34, называют "наивной" теорией множеств". По фатальным последствиям для любой науки, совершенно безразлично, повесить ли на нее ярлык "наивной", как это делает мэтр С.Клини и современная мета-математическая "общественность", или просто "лже-науки", как это было принято в недавнем СССР: ни один уважающий свое научное реноме (а, главное, свое академическое кресло) мета-математический профессор уже не будет знакомить своих студентов даже с основами такой "наивной" лженауки, а это означает, что через 2-3 научных поколения (т.е. через 10-15 лет) даже профессиональные мета-математики (не говоря уже обо всех прочих "непрофессионалах") будут иметь весьма смутное представление об истинных "источниках и составных частях" Третьего Великого Кризиса оснований математики, «который продолжается до сих пор» [6]. 


Следует заметить, что указанная PR-акция содержала значительную долю мета-математического цинизма: все пороки (противоречия и парадоксы), связанные с очевидной противоречивостью понятия АБ, современная АТМ приписала «наивной» теории множеств Г.Кантора, однако, с другой стороны, из этой «наивной» теории современная АТМ позаимствовала всего лишь один, но «краеугольный (!) камушек» – теорему о несчетности континуума, доказательство которой основано на использовании ... очевидно-противоречивого понятия АБ. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой?!.

ЛОЖЬ-3. НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯ МАТЕМАТИЧЕСКИХ ДОКАЗАТЕЛЬСТВ КАК ФИЛОСОФСКИЕ «ПРИБАМБАСЫ» ДОКАЗАТЕЛЬСТВ МЕТА-МАТЕМАТИЧЕСКИХ.


Согласно «устоявшемуся» мнению современных мета-математических и АТМ-экспертов, наиболее определенно выраженному С.Феферманом [23], «понятия потенциальной и актуальной бесконечности относятся к неформальному, философскому уровню и потому вообще не употребляются в современных аксиоматических системах, хотя некоторые аксиомы обосновываются <are justified> допущением актуально-бесконечного». По поводу особенностей своей новой Операциональной Теории Множеств <Operational Set Theory> Феферман признает, что она «явно включает в себя форму существования актуальной бесконечности». Однако, суммируя свое отношение к АБ, он утверждает, что «концепция АБ не является частью математики». 


- Довольно странная позиция. Конечно, любую аксиому можно «обосновывать» и философски, и эмпирически, и психологически, и юридически, и т.п. Вопрос в том, используется ли это обоснование в самой формальной системе? Если используется, то оно должно быть явно сформулировано и зафиксировано в аксиоматике данной формальной системы, иначе такая система не является формальной. Если не используется, то дедуктивные выводы из данной системы аксиом не могут зависеть ни от каких вне-системных «обоснований». С этой точки зрения, явное включение <в любую АТМ> некой «формы существования актуальной бесконечности», которая «не является частью математики» представляется очевидной логической несуразностью. Как установить факт (как правило, неявного, основанного на различных «фигурах умолчания» [11]) использования АБ в АТМ? – Для этого достаточно заменить «обоснование» на основе «допущения АБ», на контрадикторное обоснование на основе «допущения не-АБ», т.е. ПБ. Очевидно, что в результате такой замены «обоснований», значительная часть наиболее важных АТМ-конструкций (канторовское доказательство существования несчетных множеств, различение бесконечных множеств по их мощности, теория порядковых и количественных трансфинитных чисел и т.п.) окажется нереализуемой в рамках АТМ и просто потеряет всякий смысл. Это означает, что «допущение АБ» представляет собой не философское обоснование «некоторых аксиом АТМ», которое не является «частью математики», а необходимое условие доказательства (дедукции) большинства формальных теорем АТМ, именно с точки зрения классической логики и математики. А математика, как известно, тем и отличается от прочих наук, что в ней все необходимые условия доказательства любой теоремы формулируются явно (если, конечно, они сами уже не «выписаны» явно в качестве аксиом или определений данного раздела математики), а не подразумеваются на уровне философских «прибамбасов» мета-математических и АТМ-доказательств, не являющихся «частью математики». И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!?.

ЛОЖЬ-4. ЕСЛИ КОНКУРЕНТ НЕ СДАЕТСЯ, ЕГО УНИЧТОЖАЮТ.


Как справедливо заметил Петр Вопенка, «теория множеств, чья энергия была направлена на актуализацию потенциальной бесконечности, оказалась в конечном счете неспособной устранить потенциальность» [24]. В этом утверждении есть только одна неточность. Действительно, АТМ не смогла «устранить потенциальность» с помощью научной методологии, поскольку в рамках науки «устранить» какую-либо концепцию (или понятие) можно только одним способом – доказав противоречивость этой концепции (здесь - понятия ПБ). Будучи не в состоянии доказать противоречивость понятия ПБ, АТМ пошла по другому пути. Как уже говорилось, АТМ-адепты объявили проблему легитимности использования АБ в математике философской проблемой. Есть сильное подозрение, что основной причиной такого «выдавливания» АБ в область беспредметных философских «дискурсов» явилась не классическая логика, и даже не мета-математическая логика, а профессиональная АТМ-интуиция, которая на уровне спинного мозга ощущает опасность, связанную с возможностью формального, строгого определения понятия АБ: если такое определение будет однажды дано, противоречивость понятия АБ станет слишком очевидной и за рамками АТМ-«клана», а это ставит под угрозу неплохо «фондируемое» и ставшее привычным благолепное благополучие АТМ-завсегдатаев канторовского «трансфинитного рая». С другой стороны, согласно Аристотелю, АБ есть НЕ-ПБ. Это значит, что если не дай бог, кто-то даст формальное, строгое определение понятия ПБ, то любой студент может применить к этому определению ПБ операцию отрицания и получить строгое определение понятия АБ с теми же катастрофическими последствиями для благополучия АТМ-адептов. Во избежание подобной вполне реальной опасности, современная АТМ «выдавила» в область беспредметных философских «дискурсов» и понятие ПБ, дабы не провоцировало очевидных и не очень приятных вопросов о легитимности логических оснований того трансфинитного «рая, который создал для <АТМ-адептов - АЗ> Георг Кантор» [1]. Таким полу-криминальным, лже-научным способом современная АТМ «расправилась» со своим основным оппонентом – с понятием ПБ-множества. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!?. 

Однако, последняя PR-акция современной АТМ оказалась позорно провальной, поскольку совершенно строгое определение понятия ПБ было дано ...  еще Аристотелем в IV веке до н.э..


Остановимся коротко на этом определении.

3. СТРОГОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОНЯТИЯ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ БЕСКОНЕЧНОСТИ (АРИСТОТЕЛЬ, IV век до н.э.)


Более двух тысячелетий тому назад великий Аристотель дал следующее совершенно строгое, хотя и вербальное, определение понятия ПБ [25].


D1) ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПБ (АЗ: вставки в квадратных скобках принадлежат мне): "...бесконечное существует через полагание одной вещи [n+1], взятой после [>] другой [n]; то, что полагается всегда остается конечным [n < (], но всегда другим и другим [n ( (]". 


Это вербальное определение Аристотеля в переводе на современный формальный язык выглядит следующим образом.


D2) АКСИОМАТИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПБ.


(А1) Существует вещь ‘0’ (поскольку любая, вполне-упорядоченная, конечная последовательность вещей всегда содержит первую вещь; мы будем обозначать эту первую вещь символом, скажем, ‘0’).


(А2) [если n есть вещь (натуральное число) то n+1 также есть вещь (натуральное число)], причем [n+1 > n].


(А3) Других вещей (натуральных чисел), отличных от тех, которые определены аксиомами (А1)&(А2), не существует.


Как нетрудно заметить, аксиомы (А1)&(А2)&(А3) представляют собой строгое, формальное, аксиоматическое, индуктивное определение обычного ряда обычных конечных натуральных чисел:



1, 2, 3, ..., n, ...  
(*)

а сами утверждения (А1)-(А3) являются первыми тремя аксиомами формальной арифметики Пеано [18].


Сюда же следует добавить фундаментальное характеристическое свойство потенциально-бесконечного ряда (*), которое в известном смысле можно рассматривать как определение понятия ПБ, эквиполлентное определению аксиоматическому.


ТЕОРЕМА-А. Не существует последнего (наибольшего) элемента в ряду (*).


Таким образом, абсолютно строгое и формальное (в самом современном смысле!) определение ПБ, хотя и на вербальном уровне (другого уровня в то время просто не существовало), было дано Аристотелем за две с лишним тысячи лет до появления современных мета-математиков и АТМ-специалистов. 


Теперь желающие могут вместе с Кантором применить к этому определению понятия ПБ операцию отрицания и получить абсолютно строгое определение понятия АБ. Детальное описание этой, в исполнении Кантора таки-довольно скандальной, процедуры можно найти в [3, 12].


ЗАМЕЧАНИЕ. Конечно, все канторовские определения понятия АБ являются противоречивыми. Однако, это не тот случай, когда противоречивость понятия является достаточным основанием для запрета на его употребление. Вспомним аналогичный случай: понятие общей точки двух параллельных линий является внутренне противоречивым (с точки зрения евклидовой геометрии), однако такая точка безо всяких противоречий используется в проективной геометрии (бесконечно удаленная точка как некий идеальный элемент). С другой стороны, как уже подчеркивалось выше, если говорить строго, то ни Аристотель не доказал, что ряд (*) является потенциально-бесконечным, ни Кантор не доказал, что этот ряд является актуально-бесконечным. Это значит, что определения ПБ и АБ имеют аксиоматический характер, т.е. имеют место Аксиома Аристотеля и Аксиома Кантора (см. выше) [9, 11].


Таким образом, повторюсь, мы приходим к выводу о том, что де-факто существуют две математики: классическая математика, основанная на понятии ПБ, и неклассическая математика трансфинитных множеств Г.Кантора, основанная на понятии АБ. Но, как известно, «Запад есть Запад, Восток есть Восток, и вместе им не сойтись», а потому классическая математика и неклассическая математика трансфинитных множеств Г.Кантора не имеют между собой никаких онтологических и семантических пересечений.


Следует подчеркнуть, что в отличие от неевклидовой геометрии, непротиворечивость которой строго доказана, непротиворечивость канторовской теории трансфинитных множеств пока не доказана, а это значит, что неклассическая теория трансфинитных множеств Г.Кантора, вообще говоря, может в одночасье оказаться продуктом «чисто умозрительного» мифотворчества, а не математики (см. ниже). 

4. МИФ О СЛОЖНОСТИ ДМК-ДОКАЗАТЕЛЬСТВА
НЕСЧЕТНОСТИ КОНТИНУУМА.


Возвращаясь к драматическому противостоянию канторианцев и анти-канторианцев, формально зафиксированному в Списке-1, трудно поверить, чтобы профессиональная математическая и логическая интуиция противников АБ не имела под собой весьма серьезных и глубоких оснований. Однако, чтобы удостовериться, что интуиция может обманывать даже корифеев, имеется единственный путь – убедиться в непротиворечивости канторовской «трансфинитной математики», если, вопреки Геделю, это окажется возможно. Если же (чем черт не шутит!) будет однажды доказано, что логика «трансфинитной математики» Г.Кантора противоречива, то придется признать, что в данном случае профессиональная интуиция не обманула корифеев, упомянутых (и не упомянутых) в Списке-1 [13]. 


Заметим, что эта канторовская «трансфинитная математика» обладает уникальной особенностью, отличающей ее от всех других наук, а именно, она основана на единственной теореме – теореме о несчетности континуума. Эта Теорема Кантора поистине является акупунктурной точкой всей аксиоматической теории множеств в том прямом смысле, что если эта теорема неверна, то несчетных множеств не существует и все бесконечные множества имеют одинаковую мощность. В таком случае вся «теория» трансфинитных порядковых и кардинальных «чисел», а вместе с ними и все «Учение о трансфинитном» Г.Кантора лишается всякого смысла, а потому «трансфинитный рай» Г.Кантора может быть закрыт без всякого ущерба для реально работающей математики.


В связи с ДМК-доказательством Теоремы Кантора о несчетности континуума имеет место быть очередная

ЛОЖЬ 5. СЛОЖНОСТЬ ДМК-ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 
ДАЖЕ РАН НЕ ПО ЗУБАМ.


Прежде, чем двигаться дальше, разберемся с одним распространенным PR-«ужастиком», навязанным АТМ математическому сообществу. Принято считать (благодаря АТМ-зомбированию), что доказательство Теоремы о несчетности континуума является столь сложным, что его тонкости доступны только профессиональным АТМ-интерпретаторам. Большинство «работающих» математиков, логиков и философов, к сожалению, поверили в этот очередной АТМ-миф: даже академики МИРАН им. В.А.Стеклова (за исключением, естественно, сотрудников отдела мат-логики МИРАН) признают свою полную некомпетентность при обсуждении фундаментальной теоремы мета-математических Оснований своей родной науки Математики – Теоремы Кантора о несчетности континуума.


Чтобы прояснить вопиющую ложность этого мифа, сравним эпистемологические «параметры» доказательства Теоремы Кантора и доказательства, например, известной Теоремы Пифагора. 


Пифагор доказал свою знаменитую теорему о квадрате гипотенузы прямоугольного треугольника, который равен сумме квадратов его катетов, в далеком VI веке до н.э.


В доказательстве используются три (!) элементарных понятия математики (понятие прямоугольного треугольника, понятие подобия треугольников, понятие пропорции) и выполняются три (!) математические операции: два умножения и одно сложение алгебраических выражений.


Само доказательство (без рисунка) занимает 5 (пять!) строчек.


Теорема Пифагора изучается в средней школе без каких бы то ни было педагогических проблем.


В течение двух с половиной тысячелетий ни одному математику ни разу не приходила в голову идея усомниться в корректности этого доказательства.


Кантор доказал свою знаменитую теорему о несчетности континуума в 1890 г. (первый вариант – в 1873 г.).


В доказательстве используются три (!) элементарных понятия математики (понятие натурального числа, понятие действительного числа и понятие бесконечной последовательности занумерованных действительных чисел) и не выполняется ни одной (!) математической операции.


Само доказательство занимает 5 (пять!) строчек, написанных на языке элементарной логики второй половины XIX века.


С момента публикации и до наших дней корректность этого доказательства вызывает серьезные возражения со стороны выдающихся реально «работающих» математиков, логиков и философов (см. Список-1).

По своим парадигмальным последствиям для философии, логики, математики и психологии познания теорема Кантора не имеет себе равных.


Столь различная эпистемологическая «судьба» столь похожих по формальным критериям (и по «кричащей» тривиальности доказательств) указанных теорем объясняется тем, что доказательство теоремы Кантора использует (неявно) противоречивое понятие актуальной бесконечности.


Известный американский популяризатор математики Смулиан (Smullian) в своем недавнем очередном бестселлере «Сатана, Кантор и Бесконечность» совершенно справедливо выражает свое недоумение по тому поводу, что такой важный и интригующий объект, как Бесконечность, так мало знаком широкой публике: почему Теорему Пифагора уже более двух тысяч лет изучают в средней школе, а «теорему Кантора «изучают» только на математических факультетах университетов? Ведь даже неофит может понять ее ДМК-доказательство!»


Чтобы окончательно развеять АТМ-миф о фантастической сложности ДМК-доказательства Теоремы Кантора о несчетности континуума, рассмотрим это доказательство в его канонизированной АТМ-форме.

5. ТЕОРЕМА КАНТОРА О НЕСЧЕТНОСТИ КОНТИНУУМА


Введем следующие сокращения и обозначения: 


ДМК –Диагональный Метод Кантора; 


д.ч. – действительное(ные) число(а); 


АД-д.ч. – Анти-Диагональное д.ч., которое порождается применением ДМК к любой последовательности д.ч.; 


RAA - Reductio ad Absurdum (метод «от противного»). 


X=[0,1] – множество всех точек или д.ч. отрезка  [0,1],


N={1,2,3,…} – множество всех натуральных чисел,


|Z| - мощность (количество элементов) множества Z для любого Z, 


(A – логическое отрицание утверждения А для любого А.

Для простоты везде ниже используется двоичная система представления д.ч., т.е. по определению, любое д.ч. а из Х есть бесконечная последовательность:


а = 0. а1  а2  а3  ...  аn  ...  , где для любого n:  аn есть 0 или 1. 
(ДЧ)


Символы, заключенные в фигурные скобки, используются в качестве ссылочных меток на утверждения, стоящие непосредственно за соответствующими скобками.


Как известно, Кантор дал два доказательства несчетности континуума: первое, прямое, доказательство он опубликовал в 1874 г., второе доказательство методом RAA – спустя 17 лет, в 1890 г. К анализу первого доказательства мы вернемся несколько позже, а сейчас рассмотрим традиционное RAA-доказательство теоремы Кантора, предложенное в 1890 году [3, 10, 11, 13, 26].


ТЕОРЕМА КАНТОРА (1890). {A:} Множество X – несчетно, т.е. |X| > |N|.


RAA-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО-1. Допустим, что {(A:} X – счетно, т.е. |X| = |N|. Тогда существует взаимно-однозначное (или 1-1-) соответствие между элементами множеств X и N. Пусть {B:} 


x1, x2, x3, … 
(1)

- произвольное 1-1-соответствие между элементами множеств X и N или, что то же, некоторый пересчет (список) всех д.ч. из X. В таком случае применение знаменитого диагонального метода Кантор к списку (1) порождает новое АД-д.ч., скажем, x*, отличное от каждого д.ч. списка (1), т.е. x* ( (1). 


Следовательно, {(B:} список (1) содержит не все д.ч. из X. Противоречие. Ч.Т.Д.


Приведем логическую схему RAA-Доказательства-1 (здесь: И = Истина, Л = Ложь):



A:  (A ( [B ( (B] ( [B = Л] ( [(A = Л] ( [A = И]
(ЛС)


Согласно «устоявшемуся» мнению современной мета-математики и аксиоматической теории множеств, логика ДМК – безупречна и «в доказательстве Кантора нет никаких ошибок» [20].


Учитывая очевидную тривиальность логики этого доказательства, можно только выразить искреннее сочувствие тем профессиональным, большей частью выдающимся, «работающим» математикам, которые искренне считают, что эта «логика» превышает IQ-показатели их математического интеллекта.


И тем не менее, если из записи этого ДМК-доказательства убрать лишние (необязательные для профессионала) пояснительные слова, то мы и получим знаменитые 5 (пять !) строчек, которые вот уже более ста лет «трясут» думающую часть математического сообщества.


ЗАМЕЧАНИЕ. Напомню суть так называемого знаменитого ДМК, чтобы АТМ-непрофессионалы (например, гуманитарии) не подумали, что в этом ДМК «зарыта» такая «высшая математика», понимание которой превышает интеллектуальные возможности нормального человека, или ученика средней школы, или непрофильного академика РАН.


 «Диагональю» списка (1) называется бесконечная двоичная последовательность:


d = 0. d1 d2 d3 . . . dn ... ,

у которой 


первая двоичная цифра d1 есть первая двоичная цифра x11 первого д.ч. x1 из списка (1),


вторая двоичная цифра d2 есть вторая двоичная цифра x22  второго д.ч. x2 из списка (1),


третья двоичная цифра d3 есть третья двоичная цифра x33 третьего д.ч. x3 из списка (1),


и т.д.


В таком случае, вся «математическая» суть знаменитого ДМК «звучит» так:

заменить все нули диагонали d на единицы,

а все единицы - на нули.

Или короче:



[0 ( 1] & [1 ( 0]
(Алг)


Истинную семантику ДМК и всей канторовской теории множеств лучше многих современников понял и оценил учитель Кантора по Берлинскому университету, выдающийся математик XIX века и родоначальник математического интуиционизма Леопольд Кронекер: «Я не знаю, чего больше в теории Г.Кантора – философии или теологии (АЗ: см. ниже), но я абсолютно уверен, что в ней нет никакой математики».

6. МЕТА-МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЛОГИКА ДМК 
С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ.


Отметим очень странную (именно с точки зрения эпистемологии) особенность ДМК. - Что значит утверждение «Х – несчетно» c точки зрения здоровой математической интуиции? Это значит, что количество элементов в Х не просто больше количества элементов в N, например, на сто, или тысячу, или миллион, или (страшно выговорить) миллиард квадриллионов элементов, а «много-много-много- ... больше», т.е. |X| >>> ... |N|.


Более строго и более формально это интуитивное «много-много-много- ... больше» специфицирует филдсовский Лауреат-1966 П.Коэн [28]: «Таким образом, <мощность континуума> |X| = С больше, чем (0, (1, ..., (n, ..., ((, ..., ((, где ( = ((, и т.д. С этой точки зрения, С рассматривается как непомерно большое множество». Здесь (0 - наименьшая (счетная) мощность бесконечного множества N.

На интуитивном уровне этот факт порождает естественное ожидание того, что в процессе доказательства несчетности континуума нам будет продемонстрировано хотя бы одно подмножество континуума, которое фактически, в реально воспринимаемой и убедительной форме, действительно содержит элементов много больше, чем множество натуральных чисел N. 


Представим себе такую бытовую сценку: персона А имеет 10 монет, персона Б имеет 1000000 монет. Разница, по Коэну, достаточно «непомерно большая». Процедура ответа на вопрос, у кого больше монет, выглядит, по Кантору, таким образом: персона А выкладывает на левую чашку весов все свои 10 монет и вопросительно сморит на персону Б; персона Б скромно выкладывает на правую чашку весов свои 10 монет и вопросительно смотрит на арбитра. Арбитр уверенно и однозначно фиксирует результат: фифти-фифти, ничья! Вдруг персона Б достает, как бы сказал известный поэт, «из широких штанин дубликатом бесценного груза» еще одну монету и аккуратно кладет ее на правую чашку, каковая, согласно известным законам физики, медленно, но верно опускается вниз. Арбитр – в шоке, но мужественно и однозначно резюмирует: победила персона Б! Следовательно, мощность множества монет у персоны Б больше мощности множества монет у персоны А, т.е. 1000000 > 10.


Логика рассуждений арбитра – безупречна, но сам процесс, - особенно применительно к бесконечным множествам, - выглядит не очень убедительно и, как справедливо заподозрил Виттгенштейн, попахивает откровенным мошенничеством [20].

Гораздо убедительнее этот процесс сравнения мощностей выглядел бы в том случае, если бы персона Б в момент равновесия чашек выложила не одну дополнительную монетку, а «грохнула», скажем, «мешок аж в 1000 монет». – Не правда ли? – И наглядно, и убедительно, и ... Список-1, возможно, был бы существенно короче!


Но Кантор в своем доказательстве почему-то (!?) предпочитает именно «скромную» победу «по очкам» с перевесом в одну монетку: его диагональное доказательство количественной несоизмеримости двух бесконечных множеств X и N основано на том факте, что бесконечное множество X всегда содержит один лишний элемент (канторовское новое АД-д.ч. х*), для нумерации которого, «как всегда», не хватает одного элемента из бесконечного множества N, или, формально, из того факта, что бесконечное множество X имеет на один элемент больше, чем бесконечное множество N.


Я думаю, это - именно то место канторовского доказательства, которое всегда вызывало категорическое отторжение (неприятие) со стороны научной интуиции выдающихся математических профессионалов (см. Список-1).


Психологическое обоснование такого отторжения весьма точно, хотя, возможно, и не слишком почтительно, обрисовал Виттгенштейн [20 , 29, 26]:

«Человек день за днем трудится в поте лица своего – составляет список всех д.ч., и вот, когда список, наконец-то, закончен, появляется фокусник, берет диагональ этого списка и на глазах изумленной публики с помощью таки-довольно «эзотерического» алгоритма (Алг) превращает ее в ... анти-диагональ, т.е. в новое АД-д.ч., которое не содержится в исходном списке. Такого рода диагональное доказательство Кантора представляет собой занятие для идиотов, которое не имеет никакого отношения к тому, что в классической логике принято называть дедукцией».

Канторианцы, конечно, ужасно возмущаются, когда их «тыкают носом» и говорят, что с точки зрения мета-математической логики канторовское доказательство несчетности континуума Х основано на том факте, что Х содержит на один элемент больше, чем N: «Но как же так? – хором волнуются и брызжут слюной АТМ-адепты, - Ведь мы же хорошо знаем, что применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество, скажем, Y1 новых АД-д.ч., которые не принадлежат этому списку (1)!». Действительно, тот факт, что множество Y1 новых АД-д.ч. бесконечно, хорошо известен не только современным мета-математикам. Однако, ни в одном доказательстве Теоремы Кантора о несчетности континуума этот факт нигде не используется [3, 9, 10, 13]. – Почему? - Ведь утверждение о том, что мощность континуума X=[0,1] больше мощности множества N={1,2,3,...} на том основании, что континуум всегда содержит на один (канторовское АД-д.ч.) элемент больше, чем N, по меньшей мере смехотворно, поскольку любому школьнику известно, что «если два бесконечных множества различаются одним элементом, то такие множества - эквивалентны». 


С другой стороны, совершенно очевидно, что именно бесконечность множества Y1 новых канторовских АД-д.ч. могла бы явиться весомым (именно с теоретико-множественной точки зрения!) «мешком»-аргументом «аж в 1000 монет» в пользу несчетности континуума!? 


Исчерпывающий ответ на этот вопрос мы дадим чуть позже, а сейчас рассмотрим наиболее «неудобный» с точки зрения анти-канторовской критики ДМК случай, когда применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество новых АД-д.ч., не принадлежащих этому списку. Подчеркну еще раз, что этот случай нигде и никогда не рассматривался ни в канторовской, «наивной», ни в современной, «ненаивной», теории множеств.


Для этого вернемся к традиционному доказательству Кантора, в котором на этот раз будем явно учитывать тот факт, что Y1 - бесконечное множество (ср. с RAA-Доказательством-1).


RAA-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО-2. Допустим, что {(A:} X – счетно, т.е. |X| = |N|. Тогда существует 1-1-соответствие между элементами множеств X и N. Пусть {B:} 


x1, x2, x3, … 
(1)

- некоторый список, содержащий все д.ч. из X.


Представим X в виде суммы двух слагаемых: X = X1 + Y1, где X1 есть множество всех д.ч., реально вошедших в список (1), а Y1 есть дополнение к X1 в X, т.е. Y1 = X – X1. 


В силу допущения B=«список (1) содержит все д.ч. из Х», X1 – счетно, а Y1 – пусто.


Применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество новых АД-д.ч., не принадлежащих списку (1). Очевидно, что все эти новые АД-д.ч. будут принадлежать дополнительному множеству Y1. В силу счетности X1, это значит, что мощность множества X определяется теперь мощностью дополнения Y1. Возможны два случая.


СЛУЧАЙ 1. Y1 – счетно. В таком случае X – счетно как сумма двух счетных множеств X1 + Y1, и, следовательно, допущение {(A:} «X - счетно» - неопровержимо.


СЛУЧАЙ 2. Y1 – несчетно. Но сам факт существования несчетных множеств еще не доказан, а потому должно быть доказано следующее утверждение (гипотеза).


ТЕОРЕМА КАНТОРА. {A:} Множество Y1 - несчетно. 


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что {(A:} Y1 - счетно, т.е. |Y1| = |N|. Тогда существует 1-1-соответствие между элементами множеств Y1 и N.  Пусть {B:} 


x1, x2, x3, … 
(1.1)

- некоторый список, содержащий все д.ч. из Y1.


Представим Y1 в виде суммы двух слагаемых: Y1 =X2 + Y2, где X2 есть множество всех д.ч., реально вошедших в список (1.1), а Y2 есть дополнение к X2 в Y1, т.е. Y2 = Y1 – X2. 


В силу допущения B = «список (1.1) содержит все д.ч. из Y1», X2 – счетно, а Y2 – пусто.


Применение ДМК к списку (1.1) порождает бесконечное множество новых АД-д.ч., не принадлежащих списку (1.1). Очевидно, что все эти новые АД-д.ч. будут принадлежать дополнительному множеству Y2. В силу счетности X2, это значит, что мощность множества Y1 определяется теперь мощностью дополнения Y2. Возможны два случая.


СЛУЧАЙ 1. Y2 – счетно. В таком случае Y1 – счетно как сумма двух счетных множеств X2 + Y2, и, следовательно, допущение {(A:} «Y1 - счетно» - неопровержимо.


СЛУЧАЙ 2. Y2 – несчетно. Но сам факт существования несчетных множеств еще не доказан, а потому должно быть доказано следующее утверждение (гипотеза).


ТЕОРЕМА КАНТОРА. {A:} Множество Y2 - несчетно. 


И т.д.


Таким образом, в случае, когда применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество новых канторовских АД-д.ч., традиционное RAA-Доказательство-2 теоремы Кантора или не способно опровергнуть RAA-допущение «X - счетно», или сводится к нефинитной системе «вложенных» доказательств исходной теоремы Кантора {A:} «Х - несчетно» с последовательной заменой исходного символа Х на символы Y1, Y2, Y3, …, т.е. сводится к следующему нефинитному, тавтологическому и таки-довольно бессмысленному «рассуждению» (здесь: Di = «требуется доказать, что Yi - несчетно»):



D1 ( D2 ( D3 ( … 
(2)


Очевидно, что пока потенциально-бесконечное «рассуждение» (2) не закончено, RAA-допущение «X - счетно» канторовского доказательства – неопровержимо с точки зрения классической логики и теории (бесконечных) множеств, и, следовательно, утверждение «X - несчетно» - недоказуемо. 


Таким образом, и в случае 1, и в случае 2 канторовское утверждение «Х - несчетно» - недоказуемо. Следовательно, доказано следующее утверждение [9, 10, 13, 26]. 


ТЕОРЕМА 1. В случае, когда применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество новых канторовских АД-д.ч., не принадлежащих списку (1), Теорема Кантора о несчетности континуума – недоказуема (именно с теоретико-множественной точки зрения).


Очевидно, что если существование несчетных множеств – недоказуемо, то «Учение о Трансфинитном» Г.Кантора является откровенной лже-наукой, и потому «трансфинитный рай» Г.Кантора можно закрыть без всякого ущерба для работающей математики. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!?

7. ОБ ОДНОМ ФАТАЛЬНОМ ДЕФЕКТЕ 
«БЕЗУПРЕЧНОЙ» МЕТА-МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ ДМК.


Вернемся к традиционному RAA-Доказательству-1 Теоремы Кантора.


Очевидно, что если RAA-Доказательство-1 Теоремы Кантора справедливо при единственном АД-д.ч., не входящем в список (1), то оно будет тем более справедливо при бесконечном множестве АД-д.ч., не входящих в список (1). А это значит, что из допущения {(A:} «X - счетно» следуют два контрадикторных вывода:


(i) {C:} утверждение «X - несчетно» - доказуемо (прямое следствие Теоремы Кантора),


(ii) {(C:} утверждение «X - несчетно» - недоказуемо (Теорема 1).


Следует заметить, что оба вывода (i) и (ii), на первый взгляд, представляются безупречными с точки зрения мета-математической логики. Очевидно, однако, что хотя здесь имеет место вывод вида (A ( C &(C, традиционный мета-математический «трюк» («из лжи следует все, что угодно», в том числе и любое противоречие) здесь (и не только здесь!) не проходит потому, что ложность допущения {(A:} «X - счетно» - недоказуема в силу Теоремы 1. Поэтому один из двух дедуктивных выводов C или (C является некорректным (ложным).


Для выяснения вопроса о том, какой же вывод из двух указанных является ложным, рассмотрим более подробно прямое доказательство-1873 Теоремы Кантора.


Как справедливо замечает Есенин-Вольпин (см. Примечание переводчика на стр. 127, в [28]), в действительности это доказательство представляет собой очень нетривиальную композицию нескольких (опущенных) утверждений.


Рассмотрим последовательность этих утверждений.


ТЕОРЕМА 2. Никакой пересчет д.ч. из Х не содержит всех д.ч. из Х.


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (см. [18]). Рассмотрим произвольный список некоторых, но не обязательно всех д.ч. из Х:


x1, x2, x3, … .
(1)


Применение ДМК к списку (1) порождает новое АД-д.ч., не принадлежащее списку (1). Следовательно, список (1) содержит не все д.ч. из Х. В силу произвольности списка (1), отсюда следует утверждение Теоремы. Ч.Т.Д.


СЛЕДСТВИЕ 1. Не существует 1-1-соответствия между элементами множеств X и N.


Далее используется основное АТМ-определение неэквивалентности двух множеств.


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Если не существует 1-1-соответствия между элементами множеств Z1 и Z2, то множества Z1 и Z2, - неэквивалентны, т.е. |Z1| ( |Z2|, и, следовательно, либо |Z1| > |Z2|, либо |Z1| < |Z2|.


Из СЛЕДСТВИЯ 1 и ОПРЕДЕЛЕНИЯ 1 следует


ТЕОРЕМА 3. |X| ( |N|, т.е. либо |X| > |N|, либо |X| < |N|.


Заметим, что именно утверждение Теоремы 3 является ключевым моментом как прямого доказательства несчетности континуума, полученного Кантором в 1873 г., так и доказательства «от противного», полученного Кантором в 1890 г.


Далее используется следующее тривиально очевидное утверждение.


ТЕОРЕМА 4. |X| ( |N|.


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Счетное множество, например, рациональных чисел Q отрезка [0,1] является собственным подмножеством множества Х, т.е. |Q| = |N| и Q ( X. Следовательно, |X| ( |Q| = |N|. Ч.Т.Д. 


Из ТЕОРЕМЫ 3 и ТЕОРЕМЫ 4 следует 


ТЕОРЕМА КАНТОРА. |X| > |N|, т.е. множество X – несчетно.


Единственным уязвимым местом в этой безукоризненной (с точки зрения мета-математической логики) цепочке доказательств Теоремы Кантора является ... интуитивно почти очевидное ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Однако, следующее утверждение показывает, что несуществование 1-1-соответствия между элементами двух множеств является необходимым, но недостаточным условием их неэквивалентности [9, 11, 26].


ТЕОРЕМА 5. {A:} Если X эквивалентно N, т.е. |X| = |N|, то не существует правила/алгоритма для установления 1-1-соответствия между элементами множеств X и N.


RAA-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Допустим, что {(A:} |X| = |N|, но существует правило/алгоритм для установления 1-1-соответствия между элементами множеств X и N. 


Это значит, что {B:} существует список, 



x1,  x2, x3, . . .,    
(1) 

содержащий все д.ч. из Х


Применение ДМК к списку (1) порождает новое АД-д.ч., не принадлежащее списку (1). Следовательно, {(B:} список (1) содержит не все д.ч. из Х. Противоречие. Ч.Т.Д.


Это значит, что основное АТМ-ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1 неэквивалентности двух множеств является некорректным с точки зрения мета-математической логики, и, следовательно, некорректной (точнее - просто, ошибочной) является первая альтернатива:


(i) {C:} утверждение «X - несчетно» - доказуемо,

доказательство которой существенно опирается на это АТМ-ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1.


Отсюда следует, что с точки зрения мета-математической логики корректной и легитимной является контрадикторная альтернатива:


(ii) {(C:} утверждение «X - несчетно» - недоказуемо (Теорема 1).


ЗАМЕЧАНИЕ. Применяя к утверждению Теоремы 5 закон контрапозиции, получаем


СЛЕДСТВИЕ 2. Если существует 1-1-соответствие между элементами множеств X и N, то эти множества – неэквивалентны, т.е. |X| ( |N|.


Очевидно, что Следствие 2 фатально противоречит следующему основному АТМ-определению понятия эквивалентности множеств:


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Если существует 1-1-соответствие между элементами множеств Z1 и Z2, то эти множества – эквивалентны, т.е. |Z1| = |Z2|.


Очевидно, что без Определения 2 понятия эквивалентности множеств вся «наивная» теория множеств Г.Кантора, равно как и вся «ненаивная» АТМ лишаются всякого научного смысла, а потому «трансфинитный рай» Г.Кантора можно закрыть без всякого ущерба для работающей математики. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!?

8. ОТКРЫТИЕ АЛЬТЕРНАТИВНОЙ ВЕРСИИ
МЕТОДА КОНТР-ПРИМЕРА.


Рассмотрим классический пример использования в математике классического метода контр-примера (далее - КП). 


В XVIII веке Эйлер сформулировал следующее, весьма правдоподобное, общее утверждение.


ГИПОТЕЗА ЭЙЛЕРА. Для любого показателя r ( 3 диофантово уравнение,



nr = n1r + n2r + n3r + … + nsr ,
(ГЭ)

не имеет решений в натуральных числах, если число слагаемых меньше показателя степени, т.е. s < r.


При s=2, r ( 3 Гипотеза Эйлера представляет собой Великую Теорему Ферма. В течение более 200 лет никому не удавалось ни доказать, ни опровергнуть эту Гипотезу Эйлера. Только в 1967 году большая группа американских математиков с помощью мощного компьютера обнаружила ... один единственный контр-пример [30], 


1445  = 275  + 845  + 1105  + 1335 ,
(КП)

где r = 5, s = 4, т.е. s < r. И этот единственный контр-пример навсегда опроверг знаменитую Гипотезу Эйлера. 


Таким образом, для того, чтобы опровергнуть общее утверждение, достаточно единственного контр-примера, и тот факт, что могут существовать и другие контр-примеры, и даже бесконечное множество таких контр-примеров, не играет уже никакой роли. 


Заметим, что указанный контр-пример разыскивался с помощью компьютера на множестве всех четверок натуральных чисел (n1, n2, n3, n4) при r=5, т.е. на множестве всех возможных реализаций того общего утверждения (Гипотезы Эйлера), истинность которого подвергалась сомнению. И до сих пор ни одному работающему математику не приходила в голову бредовая идея дедуцировать этот контр-пример напрямую из самой Гипотезы Эйлера (ГЭ).


Вернемся к довольно странной особенности традиционного RAA-Доказательства-1 Теоремы Кантора о несчетности континуума: почему для доказательства несчетности континуума X достаточно единственного д.ч. из X, для индексации которого не хватает единственного натурального числа из бесконечного множества N? 


Следующее довольно неожиданное мета-математическое открытие дает исчерпывающий ответ на этот вопрос.


Сравнительный анализ логики канторовского RAA-доказательства и классического метода контр-примера, позволил нам впервые обнаружить уникальный (в силу его абсолютной новизны и очевидной тривиальности) мета-математический факт, а именно, что ключевым моментом канторовского доказательства является явное использование метода контр-примера. В общем виде этот факт формулируется следующим образом [10,11,26]. 


ОТКРЫТИЕ-XXI. Знаменитый Диагональный Метод Кантора (в любой его мета-математической реализации) является специальным случаем метода контр-примера, в котором сам контр-пример не отыскивается в множестве всех возможных реализаций данного общего утверждения, а алгоритмически дедуцируется из того общего утверждения, которое этот контр-пример и призван опровергнуть (в форме дедуктивного вывода [B ( (B], здесь B= «список (1) содержит все д.ч. из Х»). 


Как уже подчеркивалось, для того, чтобы в рамках метода контр-примера опровергнуть общее утверждение, достаточно единственного контр-примера, и тот факт, что множество таких контр-примеров может быть бесконечным не играет в таком опровержении никакой роли. Другими словами, опровержение общего утверждения B = «список (1) содержит все д.ч. из Х» с помощью данного контр-примера, - канторовского АД-д.ч. x* ( (1), - и вопрос о фактическом количестве таких контр-примеров, т.е. вопрос о мощности множества Y1 всех возможных контр-примеров (канторовских АД-д.ч. для списка (1)), являются абсолютно различными и независимыми проблемами. Причем (предположительно, несчетная) мощность множества X определяется теперь мощностью именно бесконечного множества Y1 всех канторовских АД-д.ч., порождаемых применением ДМК к данному списку (1) [9,26].


Именно это мета-математическое открытие и объясняет тот странный (с теоретико-множественной точки зрения) факт, что для доказательства несчетности континуума Кантору, вообще говоря, достаточно единственного АД-д.ч., не принадлежащего списку (1). 


В Интернете есть такой весьма представительный, высоко профессиональный дискуссионный FOM-сайт по основаниям математики (FOM = Foundations Of Mathematics), «модератором» которого является Martin Davis, а его постоянными участниками – John Conway, Reuben Hersh, Colin McLarty, John McCarthy, Milo Gardner, Gordon Fisher, Harvey Friedman, Robert Solovay, Stewart Shapiro, Solomon Feferman, Jaroslav Peregrin, Vladik Kreinovich, Vladimir Kanovei и множество других ведущих современных мета-математиков, «математических» логиков и специалистов в области аксиоматической теории множеств.


В прошлом году я послал на этот сайт «открытым текстом» провокационное сообщение о том, что в России (!) сделано сенсационное (!) мета-математическое (!) открытие (!) (см.выше ОТКРЫТИЕ-XXI). Реакция FOM-сайта легко прогнозировалась: «Хм! -Открытие!? Где? – В России!? В какой области? – В мета-математике!? Когда? – В XXI  веке!? – Чушь! Спустить на него всех собак, ату его!» - Провокация достигла своей цели: нашлось немало АТМ-профессионалов, которые начали обвинять меня в логической «неадекватности», поскольку метод контр-примера, по их мнению, нельзя использовать в рамках канторовского доказательства «от противного», поскольку ложность допущения «Х - счетно» канторовского доказательства следует якобы не из существования контр-примера, а из «полученного противоречия» [B ( (B] и т.п. – Одним словом, как на рентгене проявился весь липовый профессионализм ряда признанных АТМ-авторитетов именно в области элементарной логики. Эти «специалисты» продолжали бы и до сего дня выражать свое категорическое возмущение по поводу моего мета-математического Отрытия-XXI, если бы на них вовремя не «цыкнул» FOM-модератор Martin Davis:


On Monday 01 Mar 2004, Martin Davis wrote [31]:

>Given any one-one correspondence between the natural numbers and a specified set of real numbers, the diagonal method provides a counter-example in precisely Zenkin's sense.


В переводе на русский это звучит так: «Если дано любое 1-1-соответствие между натуральными числами и данным множеством действительных чисел, то диагональный метод порождает контр-пример именно в том смысле, как утверждает Зенкин».


Возникает скандальная ситуация! –  Более ста лет выдающиеся (и не очень) профессионалы в области мета-математики, математической логики, аксиоматической теории множеств и прочие бурбакисты каждый год учат (правильнее сказать зомбируют) новые поколения студентов, «как правильно доказывать» несчетность континуума с помощью знаменитого диагонального метода Кантора, абсолютно не понимая логической природы этого метода!


Воистину, «патологический казус, от которого, - согласно Брауэру, - грядущие поколения придут в ужас»! – Или, скорее, будут смеяться «от глубины души», но ... «до полного упаду». – Над кем? – Я думаю, что над теми 90% «работающих» математиков, которые на целое столетие «совершенно бескорыстно» уступили свою «королеву всех наук» для явно «нецелевого использования» «левополушарными больными». Ибо смеяться над больными, даже левополушарными – грешно и бессмысленно.


В любом случае, указанный «казус» заставляет усомниться в логической (и, что немаловажно, этической) правомерности безапелляционного вердикта выдающегося мета-математика современности Wilfrid’а Hodges’а (17300 ссылок в Google!) о том, что «в диагональном доказательстве Кантора нет никаких ошибок» («...there is nothing wrong with Cantor's argument» [20]). – Ведь на W.Hodges’а «равняется» и подрастающее поколение бурбакистов (см., например, [11]). И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!!
9. Д.ГИЛЬБЕРТ ПРОТИВ Г.КАНТОРА: «ИЗГНАНИЕ ИЗ РАЯ ... ».


В истории человечества одно «изгнание из рая» уже состоялось: как описано в Ветхом Завете, искусил хитрый Змий любознательных прародителей наших, Адама и Еву, ослушались они запрета Божия и вкусили яблок с древа познания. И сказал Господь Бог Адаму: "за то, что ты ... ел от дерева <познания>, … будешь есть хлеб, доколе не возвратишься в землю, из которой ты взят, ибо прах ты и в прах возвратишься."


И изгнал Господь Бог Адама (и возлюбленную супругу его Еву) из сада Едемского, чтобы тот в поте лица своего «возделывал землю, из которой он взят» [32].


На сей раз предстоит изгнание из рая, «созданного для нас Георгом Кантором».


Как известно, великий немецкий математик первой половины ХХ века, Давид Гильберт, выразил свое безразмерное восхищение по поводу «Учения о трансфинитном» Г.Кантора посредством следующего поэтического дифирамба [1]: «Ядром канторовского учения является его теория трансфинитных чисел. Эта теория представляется мне наиболее заслуживающим удивления цветком математического духа и вообще одним из высших достижений чисто умственной деятельности человека». И при этом довольно неосмотрительно добавил: «Никто не сможет изгнать нас из рая, который создал для нас Георг Кантор!»


Как известно, теория множеств Г.Кантора изобилует не отдельным «цветком», а целым букетом самых разнообразных парадоксов. Один из последних и, по-видимому, самый драматический парадокс состоит в том, что около 80 лет тому назад довольно непрезентабельную роль судебного исполнителя и «вышибалы» элитных АТМ-завсегдатаев канторовского трансфинитного рая сыграл ... сам Давид Гильберт.


Воистину уникальный в истории математики случай, когда выдающийся адепт, поклонник и апологет становится «могильщиком» объекта своего поклонения!


Как известно, Кантор (а вслед за ним и современная АТМ) постоянно подчеркивал: бесконечное принципиально отличается от конечного, а потому некоторые свойства трансфинитных множеств кажутся «нам» противоречивыми, парадоксальными, а нередко и просто вздорными. 


Чтобы сгладить такое гнетущее впечатление от знакомства с трансфинитными объектами Кантора, в 20-х годах прошлого века Давид Гильберт предложил следующий популярный парадокс под именем «Гранд Отель» (далее, для краткости, - ГО), который иллюстрирует фундаментальное различие между конечными и бесконечными множествами в канторовской (равно как и в современной аксиоматической) теории множеств [22].


Представьте себе, говорит Гильберт, отель с конечным числом, скажем, 665 комнат. Если все 665 комнат уже заняты, то очевидно, что вновь прибывшему, 666-му, гостю придется ночевать на улице. Теперь представьте себе отель с бесконечным числом комнат. Пусть все комнаты заняты, и метрдотель может даже предъявить неподкупным «нашим» фискальным органам «амбарную книгу» с бесконечным списком всех зарегистрированных постояльцев ГО:


x1, x2, x3, . . .     
(1)


Здесь уместно сделать следующее, важное для дальнейшего, замечание: очевидно, что в ГО с бесконечным числом комнат можно поселить всех (!) жителей земли, которые когда-либо жили, живут или будут жить не только на земле, но и во всей вселенной. С точки зрения современной АТМ, это означает, что {B:} «список (1) содержит всех жителей вселенной».


Пусть теперь прибывает (с учетом сделанного замечания, скорее всего, уже из "параллельного" или "паранормального" мира) новый гость, скажем, y. Можно подумать, что и в этом случае вновь прибывшему гостю y придется ночевать на улице, поскольку все комнаты ГО уже заняты. Однако, находчивый метрдотель ГО применяет следующий ГО-алгоритм-1 для предоставления жилплощади неожиданному "пришельцу" он переселяет постояльца, занимающего комнату 1, в комнату 2, постояльца, занимающего комнату 2, в комнату 3, постояльца, занимающего комнату 3, в комнату 4 и т.д. Таким незамысловатым образом (используя, однако, фундаментальное свойство бесконечности списка (1), а именно, эквивалентность множества N любому своему бесконечному подмножеству) метрдотель освобождает комнату 1, поселяет в эту комнату вновь прибывшего гостя y и записывает для отчета в своей «амбарной книге» новый список всех постояльцев ГО:


y1, x2, x3, x4, . . .     
(1a)


Если из "параллельного" мира прибывает новый гость, скажем, z, то применяя тот же ГО-алгоритм-1, метрдотель опять освобождает комнату 1, вселяет в нее вновь прибывшего гостя z и составляет новый список всех постояльцев:


z1, y2, x3, x4, x5,. . .     
 (1b)


Очевидно, что таким же образом метрдотель Гранд Отеля может поселить любое, даже бесконечное, количество новых пришельцев из "параллельного" мира. – И при этом у метрдотеля не возникает никаких проблем типа неразрешимых противоречий и парадоксов логики и математики. 


Усложним задачу: пусть теперь гости из "параллельного" мира прибывают не пешком и не по одиночке, а целым транс-галактическим "туристическим автобусом" с бесконечным числом пассажиров. Обозначим это множество вновь прибывающих гостей через Y, а элементы этого множества - через  y1, y2, y3, и т.д.


В этом случае для расселения бесконечного количества новых клиентов из "параллельного" мира хитроумный метрдотель ГО применяет ГО-алгоритм-2: он переселяет жильца, занимающего комнату 1, в комнату 2, занимающего комнату 2 - в комнату 4, занимающего комнату 3 - в комнату 6 и т.д.. В результате этой операции все комнаты с нечетными номерами освобождаются для бесконечного множества Y новых гостей-пришельцев, и метрдотель ГО "с чувством глубокого удовлетворения" записывает для отчета в своей «амбарной книге» новый список всех постояльцев ГО (используя при этом знаменитый канторовский алгоритм "трансмутации" двух счетно-бесконечных последовательностей в одну, - прием, хорошо знакомый шулерам и профессиональным картежникам, виртуозно "впрыскивающим" одну колоду карт в другую):


y1, x1, y2, x2, y3, x3, ... .     
(1с)


Пере-индексируя элементы счетного списка (1с) с помощью натуральных чисел {1,2,3, ...} и заменяя символы y на символы х, мы формально «трансформируем» список (1с) в исходный список (1). 


Очевидно, что с помощью ГО-алгоритма-2 метрдотель Гранд Отеля может теперь обслужить любое, даже бесконечное, количество транс-галактических "туристических автобусов" с бесконечным числом пришельцев в каждом "автобусе" из "параллельного" мира.


Профессиональную деятельность метрдотеля Гранд Отеля можно описать следующим образом: обозначим через B состояние Гранд Отеля в тот момент, когда нет новых гостей, т.е. B = “ВСЕ гости расквартированы в ГО”. Тогда в момент, когда прибывают новые гости, Гранд Отель «переходит» в состоянии (B = “НЕ ВСЕ гости расквартированы в ГО”. Очевидно, что деятельность метрдотеля в целом будет выражаться следующим бесконечным «рассуждением»:



В ( (В ( В ( (В ( В ( (В ( В ( . . . , 
(П)

где фрагмент «В ( (В» читается как «если В, то НЕ-В», а фрагмент «(В ( В» читается как «если НЕ-В, то В».


Очевидно, что до тех пор, пока этот потенциально-бесконечный процесс не закончится, нет никаких (логических или математических) оснований утверждать, что для какого-то нового гостя не найдется свободной комнаты в ГО и ему придется ночевать на улице, т.е. никогда не наступит такой момент, когда метрдотель будет вынужден с прискорбием признать, что мощность бесконечного множества всех гостей (как уже расквартированных в ГО, так и вновь прибывающих) больше мощности бесконечного множества всех комнат в ГО.


По свидетельству современников, Д.Гильберт любил начинать чтение своего курса лекций по мета-математике для первокурсников Берлинского Университета именно с этого парадокса, потому что, во-первых, с точки зрения математики, никакого неразрешимого парадокса здесь нет - просто метрдотель умело использует фундаментальные свойства бесконечных множеств, а, во-вторых, он очень наглядно демонстрирует основное свойство таких множеств: если к бесконечному множеству прибавить конечное или счетно-бесконечное множество, то мощность первого множества не изменится. 


Таким образом, основная идея парадокса ГО состоит не в том, чтобы получить какое-то противоречие, а в том, чтобы без всяких противоречий «расселить» всех (вновь прибывающих) гостей в ГО.


Нетрудно показать, что ДМК-доказательство несчетности континуума является дедуктивной моделью (в смысле Тарского) парадокса ГО Д.Гильберта. Для этого достаточно заменить термины «ГО», «постоялец», «список всех постояльцев», «вновь прибывший гость», «внести гостя в амбарную книгу (1)» и т.д. заменить на термины «RAA-Доказательство», «д.ч. из Х», «список (1) всех д.ч. из Х», «АД-д.ч.», «при-конкатенировать (т.е. приписать) новое АД-д.ч. к списку (1)» и т.д., и парадокс ГО превращается в доказательство Теоремы Кантора.


Действительно, рассмотрим традиционное RAA-Доказательство-1 теоремы Кантора о несчетности континуума, с учетом ГО-алгоритма-2 и того факта, что применение ДМК к списку (1) порождает бесконечное множество новых канторовских АД-д.ч. [26].


RAA-ДОКАЗАТЕЛЬСТВО-3. Допустим, что {(A:} "X - счетно". Тогда в "амбарной книге" АТМ {B:} существует список (1), содержащий все д.ч. из X. Применяя к этому списку (1) свой знаменитый диагональный метод, Кантор порождает бесконечное множество, скажем, Y1 новых АД-д.ч. («пришельцев» из параллельного мира), которые не принадлежат списку (1). 


Возможны два совершенно равноправных продолжения этого доказательства.


ПРОДОЛЖЕНИЕ 1 (канторовское). Следовательно, {(B:} список (1) содержит не все д.ч. из X. Получили противоречие [B ( (B], из которого, согласно «математической» логике современной мета-математики, "следует", что допущение "X - счетно" - ложно, а потому утверждение "Х - несчетно" доказано. 


ПРОДОЛЖЕНИЕ 2 (не-канторовское). 


К сожалению, Кантор не был знаком с парадоксом ГО Давида Гильберта, а потому не имел возможности догадаться о том, что с помощью ГО-алгоритма-2 можно "поселить" без всяких противоречий счетно-бесконечное множество Y1 "вновь прибывших" из "паранормального" мира новых АД-д.ч. в счетно-бесконечный список (1), и создать новый счетный список (1с), содержащий как все д.ч. из списка (1), так и все д.ч. из множества Y1.


Пере-индексируя элементы счетного списка (1с) с помощью натуральных чисел {1,2,3, ...} и заменяя символы y на символы х, мы «трансформируем» список (1с) в исходный список (1), содержащий все д.ч. из Х. 


Следует заметить, что список (1с) конечно же не является тождественным списку (1), поскольку первый содержит «на бесконечное множество элементов больше», чем второй. Однако, оба списка являются эквивалентными не только по мощности, но и по формальной эффективности применения ДМК, т.е. с точки зрения алгоритмической: в обоих случаях применение ДМК порождает новое бесконечное множество АД-д.ч., не принадлежащих соответствующему списку. И это свойство ДМК не зависит от конкретного «качественного состава» списка, к которому он применяется.


Должен заметить, что после непростой «разъяснительной работы» на FOM-сайте, (в общем-то, очевидная для любого первокурсника) легитимность указанных операций «трансмутации» двух списков д.ч. в один список (1с), переиндексации и переобозначения (символов y в символы x) элементов списка (1с) была признана даже выдающимся мета-математиком современности W.Hodges’ом, правда пока – в частной переписке.


Повторные применения ДМК к списку (1) порождают уже знакомую нам «сказку про белого бычка», т.е. бесконечное «рассуждение» (П) метрдотеля «Гранд Отеля», где B=«список (1) содержит все д.ч. из Х».


Очевидно, что до тех пор, пока потенциально-бесконечный процесс (П) не закончится, нет никаких (логических или математических) оснований утверждать, что допущение «Х - счетно» является ложным. Следовательно, в том случае, если множество Y1 является счетно-бесконечным, утверждение Теоремы Кантора «Х - несчетно» - недоказуемо. 


Даже если Кантор, как обычно, объявит этот потенциально-бесконечный процесс (П) актуально-бесконечным, никто и никогда не узнает, является ли истинным утверждение В или (В, т.к., согласно Аристотелю (кстати, и современной математике тоже), любой бесконечный процесс не имеет последнего элемента (см. Теорему-А). 


Случай 2, когда множество Y1 (предположительно!) является несчетным, был рассмотрен ранее в процессе RAA-Доказательства-2 Теоремы 1. 


ЗАМЕЧАНИЕ 1. Строго говоря, и в RAA-ДОКАЗАТЕЛЬСТВЕ-3 из допущения «Х - счетно» опять следуют два контрадикторных, но совершенно равноправных вывода:


ПРОДОЛЖЕНИЕ 1. {C:} утверждение «X - счетно» - ложно,


ПРОДОЛЖЕНИЕ 2. {(C:} утверждение «X - счетно» - неопровержимо.


Эта ситуация уже была рассмотрена выше, где было показано, что вывод, основанный на ПРОДОЛЖЕНИИ 1, противоречит классической логике.


Таким образом, доказано, что Теорема Кантора о несчетности континуума – недоказуема. Это значит, что различение бесконечностей по количеству элементов является мифотворчеством. Но если несчетность континуума недоказуема, то теория трансфинитных множеств Г.Кантора является не просто «наивной», а откровенной лже-наукой, и потому трансфинитный «рай» Г.Кантора может быть закрыт без всякого ущерба для реально «работающей» математики. И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!!?


ЗАМЕЧАНИЕ 2. Актуальная бесконечность списка (1) является необходимым условием ДМК-доказательства несчетности континуума. Как было показано выше, это доказательство в действительности представляет собой потенциально-бесконечное «рассуждение» (П), где B = «список (1) содержит все д.ч. из Х». Причем на каждом шаге (B этого процесса, т.е. при построении нового АД-д.ч. х*, не принадлежащего списку (1), явно используется актуальность бесконечного списка (1); а на следующем шаге B этого процесса, т.е. при построении нового списка, содержащего все д.ч. из Х, включая новое д.ч. х*, явно используется бесконечность списка (1). Другими словами, из актуальности пересчета (1) Кантор дедуцирует (B, а из его бесконечности дедуцируется B. Это доказывает, что "актуальное" и "бесконечное" в рамках канторовского доказательства Теоремы о несчетности континуума являются (логически и алгоритмически) контрадикторными понятиями, и, следовательно, понятия "актуальное" и "конечное" являются алгоритмически тождественными. Таким образом, впервые доказано великое интуитивное провидение (и предостережение !) Аристотеля, Евклида, Лейбница, и многих других (см. Список-1) выдающихся логиков, математиков и философов о том, что "актуальная бесконечность" является внутренне противоречивым понятием (нечто вроде «оконеченной (Кантором) бесконечности») и потому его использование в математике – недопустимо.


Здесь уместно вспомнить пророческие слова Френкеля и Бар-Хиллела о ненадежности ограждения канторовского рая с помощью АТМ, поскольку именно противоречивое понятие АБ и является той «парадоксальной тварью», которая успела «засеть внутри АТМ» [6].


Но если понятие АБ является внутренне противоречивым, то трансфинитный «рай» Г.Кантора, основанный на использовании концепции АБ, может быть закрыт без всякого ущерба для реально «работающей» математики.


И куда только смотрит Комиссия РАН по борьбе с лже-наукой!!?

10. «КРИТЯНЕ ВСЕГДА ЛЖЕЦЫ ...» или 
БИБЛЕЙСКИЙ СЮЖЕТ НА ПОРОГЕ АПОКАЛИПСИСА.


Как известно, в самом начале Библии (Ветхий Завет, Гл. 11) описана знаменитая "стройка века" - возведение Вавилонской Башни-1. Еще не успев просохнуть от Всемирного Потопа, сыны человеческие сказали: "построим себе город и башню, высотою до небес, и сделаем себе имя, прежде нежели рассеемся по лицу всей земли". - Основной мотивацией этого явно несвоевременного общественного "энтузиазизма" была амбициозная претензия, единовременно охватившая весь народ, "сделать себе имя!" - Прямо-таки какой-то психопатологический "пир во время чумы"! 


"И сказал Господь: вот, один народ, и один у всех язык; и вот что начали они делать, и не отстанут они от того, что задумали делать; сойдем же и смешаем там язык их, так чтобы один не понимал речи другого". И перестали они понимать друг друга, и перестали они строить город Вавилон и Вавилонскую Башню-1; и рассеял их Господь оттуда по всей земле. И начали они возделывать землю и добывать себе в поте лица своего хлеб свой насущный.


История, несомненно, интригующая, но довольно «трансцендентная»: с какой целью библейские "летописцы" сочли необходимым рассказать о ней, причем, в самом начале Библии? - Не очень понятно, ведь никаких явных, поучительных моральных и богоугодных выводов из этой истории не делается, а само имя Вавилон, если я не ошибаюсь, нигде далее (вплоть до "Вавилонской блудницы" Апокалипсиса) ни разу не упоминается? 


Я не знаю, какой эзотерический смысл находят в этой истории ученые богословы, но на мой взгляд, эта история имеет следующее, довольно неожиданное продолжение.


Всеведущий Господь Бог знал, естественно, заранее, что спустя 2000 лет амбициозная гордыня вновь овладеет человеками и они примутся возводить новую "Вавилонскую Башню-2, высотою до небес". Дабы пресечь это кощунственное мероприятие в корне, Господь оставил эзотерическое предостережение, довольно прозрачно закодированное в последних главах Нового Завета (перед самым "откровением Иоанна Богослова", т.е. перед самым "Апокалипсисом", что тоже символично само-по-себе, ибо «дальше наступать некуда – впереди ...!). 


Действительно, в самом конце Библии приведено Послание к Титу Святого Апостола Павла [33].


В этом послании "Павел, раб Божий, Апостол же Иисуса Христа" обращается к "Титу, истинному сыну по общей вере", которого Павел "оставил на Крите" для укрепления "властной вертикали", с наставлением о том, как правильно поставить пресвитеров и епископов <АЗ: на современном языке - губернаторов!> по всем критским городам: "епископ должен быть непорочен, как Божий домостроитель, не дерзок, не гневлив, не пьяница, не бийца, не корыстолюбец, но страннолюбив, любящий добро, целомудрен, справедлив, благочестив, воздержан, держащийся истинного слова, согласного с учением, чтобы он был силен и наставлять в здравом учении и противящихся обличать <АЗ: Прямо-таки «моральный кодекс» современного губернатора – строителя очередного «светлого будущего»!>.


Ибо есть много и непокорных, пустословов и обманщиков, ...каковым должно заграждать уста: они развращают целые домы, уча, чему не должно, из постыдной корысти.

Из них же самих один стихотворец сказал: "Критяне всегда лжецы, злые звери, утробы ленивые".


Свидетельство это справедливо. По сей причине обличай их строго, дабы они были здравы в вере, не внимая Иудейским басням и постановлениям людей, отвращающихся от истины. Для чистых все чисто; а для оскверненных и неверных нет ничего чистого, но осквернены и ум их и совесть. Они говорят, что знают Бога, а делами отрекаются, будучи гнусны и непокорны и не способны ни к какому доброму делу". 


Казалось бы, Святой Апостол Павел достаточно полно очертил круг лиц, каковым пресвитеры и епископы должны "заграждать уста": непокорным, пустословам и обманщикам, которые "развращают целые домы, уча, чему не должно, из постыдной корысти" (ср. с современной бурбакизацией математики и математического образования в интерпретации Арнольда). Зачем же Павлу понадобилось персонифицировать одно из этих лиц в форме утверждения: "Из них же самих один стихотворец сказал: "Критяне всегда лжецы ..."? Опусти Павел это выражение, содержательная часть его послания к Титу от этого ничего не потеряла бы. Однако, для логики, для оснований математики, для философии и психологии познания, а, возможно, и для интеллектуального прогресса всего рода человеческого в последующие 2000 лет отсутствие именно этой, одной-единственной фразы явилось бы невосполнимой потерей, потому что в несколько "причесанной" форме эта фраза звучит так: "один критянин сказал, что все критяне - лжецы", а это есть не что иное, как один из вариантов знаменитого парадокса "Лжец", открытие которого приписывается древнему греку Эпимениду, жившему в VI веке до нашей эры.


Некто утверждает "Я - лжец". - Лжец ли он? Если он лжец, то он лжет, утверждая, что он лжец; следовательно, он не лжец. Но если он не лжец, то он говорит правду, утверждая, что он лжец; следовательно, он лжец, или, короче (здесь А ="Я - лжец"): 
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Зачем же Библейский Летописец намеренно вставил ... парадокс "Лжеца" в послание Апостола Павла? - Для ответа на этот вопрос проясним одно досадное мета-математическое заблуждение. Один из ведущих мета-математиков ХХ века Клини так трактует парадокс "Лжеца": если А есть истина, то А есть ложь и, если А есть ложь, то А есть истина, а потому А не может быть ни истиной, ни ложью [18].


В нашей работе [8] впервые сформулированы необходимые и достаточные условия феномена парадоксальности и с помощью «физического» моделирования парадокса «Лжец» на аналоговой вычислительной машине доказано, что этот парадокс имеет не конечную форму (П1), обусловленную фактором чисто психологического «торможения» ментальных процессов в состоянии интеллектуального шока перед лицом непостижимой противоречивой эзотерики «Лжеца», а следующую бесконечную форму 



 A ( (A ( A ( (A ( A( (A ( A ( ...
(П2)

и не существует логических и математических причин, поводов или оснований для завершения этого потенциально-бесконечного процесса. Следует подчеркнуть, что именно бесконечная форма (П2) реализует необходимые и достаточные условия (в строгом логическом и математическом смысле) самого феномена парадоксальности. В таком случае истинная "семантика" этого парадокса состоит вовсе не в том, что высказывание "Я - лжец" «не может быть ни истинным, ни ложным» [18], а в том, что это высказывание, напротив, является одновременно и истинным, и ложным «в одно и то же время, в одном и том же месте и в одном и том же отношении». Другими словами, в парадоксе "Лжец" в форме (П2) смешаны-перемешаны истина и ложь, а это значит, что истина и ложь становятся неразличимыми. 


А теперь сравним каноническую бесконечную форму (П2) парадокса "Лжец" с канонической бесконечной формой (П) канторовского "диагонального" доказательства теоремы о несчетности континуума, которая, по замыслу Кантора, должна была служить надежным основанием для его трансфинитной "лестницы на небо" или новой Вавилонской Башни-2 высотою до небес. Как известно, строительством этой Вавилонской Башни-2 в течение всего ХХ века усердно занимался весь АТМ-"народ". И занимается до сих пор. На немалые деньги ничего не подозревающих налогоплательщиков.


Как подчеркивают ведущие исследователи научного наследия Кантора, сам Кантор понимал свою профессиональную деятельность как выполнение определенной религиозной миссии – донести до человечества истину о трансфинитных числах, содержащихся в уме Бога. Шкала трансфинитных чисел оказывается, в этом смысле, своеобразной «лестницей на Небо», ведущей к самому Богу, и, действительно, очень напоминает новую Вавилонскую Башню-2, возводимую уже, в отличие от известной Вавилонской Башни-1, не из "обожженной глины", а из "глины" чисто умозрительной. Причем, как сказано выше, на немалые деньги ничего не подозревающих налогоплательщиков.


Сам Кантор подчеркивал, что, по его мнению, "философское (АЗ: точнее, теологическое) значение его теории множеств выше ее математического значения", поскольку "постижение трансфинитной бесконечности есть постижение Божественной бесконечности, т.е. оно есть познание Бога, приближение к нему, вхождение в Божественный Разум" [34, 35, 36]. 


Претензия – не мелочная! - Аж дух захватывает. Однако, трудно за такого рода "строительством" узреть что-либо, кроме уже знакомого намерения первобытных сынов человеческих "сделать себе имя, прежде чем...". Глобальный и вневременной характер и априорная бессмысленность подобного намерения делает его достойным объектом для самого серьезного психо-паталогического исследования.


Впрочем, на теологическую несостоятельность канторовской претензии построить трансфинитную "лестницу на небо" указывали светила богословской науки XIX века. Так, например, папский Кардинал Францелин (Francelin), с которым Кантор состоял в недолгой переписке (1885 г.), прямо указал Кантору на "ошибку пантеизма" в его статье "О различных точках зрения на актуально бесконечное" и вежливо попросил Кантора прекратить переписку по вопросам богословских аспектов его теории трансфинитных множеств. Таким образом, в знаменитой теории трансфинитных множеств Г.Кантора, которая, по мнению современных бурбакистов, "изменила лицо всей математики ХХ века", нет не только никакой математики, но даже и столь вожделенная теологическая претензия конечного человека на "постижение Божественной бесконечности, на познание Бога, на вхождение в Божественный Разум" оказалась несостоятельной [35, 36].


Я полагаю, что теперь даже самый неисправимый атеист согласится с тем, что Господь Бог вовсе не случайно "вставил" в послание Апостола Павла парадокс "Лжеца"! Это не просто логическая шарада, которую человечество не может разгадать в течение 2600 лет, это грозное предостережение на будущее.


Всеведущий Господь Бог, повторюсь, предвидел, что значительную часть "народа" с высшим мета-математически образованием, пораженную синдромом приобретенного иммуно-дефицита мозга или, короче, инфицированную ментальным СПИДОМ (бурбакизмом), вновь обуяет амбициозное стремление построить "Башню до неба". Дабы предостеречь просвещенное человечество-XXI от такого опрометчивого шага, Господь и явил свое предостережение в форме "Лжеца": в первый раз, когда «человеки» еще не имели высшего мета-математического образования, Господь справедливо решил, что будет достаточно смешать языки, чтобы надоумить их (человеков) заняться более полезными делами на "земле, из которой они вышли". Предвидя, однако, что человеки с высшим мета-математическим образованием могут вновь не по назначению воспользоваться дарованным им разумом и "свободой воли", Господь оставил им свое предостережение в форме "Лжеца", в котором заранее смешал истину и ложь, дабы ... человеки с высшим мета-математическим образованием прекратили строительство Башни-2 и занялись более полезными земными делами.


"И сказал Господь: вот, один народ, и один у всех <формальный> язык <скажем, LISP в духе Грегори Чейтина>; и вот что начали они делать, и не отстанут они от того, что задумали делать; сойдем же и смешаем Истину и Ложь, так чтобы один <с точностью до наоборот> понимал <намерения> другого". - И рассеял бы (!) их Господь оттуда по всей земле; и они перестали бы (!) строить город Вавилон и Вавилонскую Башню-2. Но на этот раз все оказалось не так просто. Даже для Господа Бога.


Дело в том, что бурбакизм – инфекционное заболевание, а потому «левополушарные больные», «уча, чему не должно, из постыдной корысти» [33], зомбируя и превращая в формальные машины (заведомо неслабоумных) студентов [14], и сами становятся жертвами своей профессиональной жизнедеятельности [11,17]. А потому было бы непростительной наивностью ожидать от само-зомбированных АТМ-профессионалов адекватной реакции на знамение божие в форме «Лжеца».


В этой связи отнюдь не случайно Господь Бог ниспослал на Президента РАН Ю.С.Осипова  свою благодать и надоумил его «основать» Комиссию РАН для борьбы с лже-наукой, которая (эта Комиссия), по мысли Господа, и должна «заградить уста непокорным, пустословам и обманщикам, которые развращают целые домы, уча, чему не должно, из постыдной корысти». А для этого прежде всего Комиссия должна реализовать императивные мета-математические интенции, содержащиеся в парадоксе «Гранд Отель» Д.Гильберта и в обращении Святого Апостола Павла к Титу, и официально закрыть «трансфинитный рай» Г.Кантора – главную опорную базу мета-математического терроризма-бурбакизма.


Однако, при этом министру образования и науки А.Фурсенко не следует торопиться с закрытием всех кафедр так называемой «математической логики» во всех университетах РФ, ибо в противном случае будет трудно найти желающих отделить «зерна от плевел» в тех развалах мета-математической «мудрости», которые за столетие накопились в «трансфинитном раю» Г.Кантора.

- - - О - - -


Если истина и ложь становятся неразличимыми, то неразличимыми становятся и понятия добра и зла.


Что дальше? За смешением понятий истины и лжи в математике - "Королеве всех наук" и понятий добра и зла в сфере (а)морально-социально-политической, основанной, естественно, на последних достижениях современной академической науки, следует, как и сказано в Библии, только Апокалипсис.

"Блажен читающий и слушающие слова пророчества сего и соблюдающие написанное в нем; ибо время близко ... Се, гряду скоро, и возмездие Мое со Мною, чтобы воздать каждому по делам его". 


Как говорится, "Имеющий уши, да услышит, имеющий очи, да узреет, имеющий в душе своей отблеск Его Бесконечной Мудрости, да поймет…"


ЗАМЕЧАНИЕ. МИНЗДРАВ ПРЕДУПРЕЖДАЕТ: людям, не обладающим чувством здорового юмора читать вышеизложенное – противопоказано.
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